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The distribution represented by
n=log P=¥375, (90)
or .
y—e
P=e e , (91)

(89), which determines also the value of 4 for any given

e, viz., |
eﬁazf...fa_adﬁ...dq,. (92)

6 Gibbs, Elementary Principles, p. 33



#‘7‘} GJI%JtlJE.I-jJ 'I‘%‘I' (1902)

bot=3 (111)

d¢=§d®—llda,—.l,da,—etc. (112)

Moreover, since (111) gives
dy — de = @ dy + 7d8, (113)

and

we have also

”

7 Gibbs, Elementary Principles, p. 44
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10 Debye, Zur Theorie der Elektronen in Metallen, pp. 442-3
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REICRODEEBWEZFS., TyhOE—, E,
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Formeln:
(25) S-:._%?f, p=—2358 pg_g_ 793

Fie iat klar. daB wir die am Schinsse des varieen Parasranhen

bbb HAEIETDRH D TETULEEN, DM
BEHEAETBIETIEANCEBICIRDTH S
S B SN TH S.

11 Debye, Zur Theorie der Elektronen in Metallen, p. 454
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Zur Berechnung der Funktion F' gibt die statistische Mechanik
eine sehr einfache Vorschrlft Kennt man nimlich die Energie & eines
Systems als Funktion der Koordinaten g und der zugehongen Im—'

pulse p, dann hat man nur das Austandsmtegral

o =)

zu berechnen, erstreckt iiber alle moglichen Werte der g und p, wobei
L die Boltzmannsche Konstante (L = 1,35 .10~ erg) ist. Aus Z
folgt dann die freic Energie F' sofort nach der Formel -

(1) = —FTlog Z.

13
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bekommt man an Stelle des Zustandsintegrals (6) die ;,Zustandssumme“

n =0 Iy

(14) . 26 ”—2 L R

Die Bestimmungsgleichung (7) fir F dagecren bleibt nach wie vor
erhalten, so daB auch jetzt
(15) | | F=‘—,—leogZ_

gesetzt werden kann.

14 Debye, Zustandsgleichung und Quantenhypothese, pp. 27-28
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15 Debye, Zustandsgleichung und Quantenhypothese, p. 20
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124 Entropie und Wahrscheinlichkeit

W = ——— 17—

gleicher Wahrscheinlichkeit dar; denn sonst wiren die
Komplexionen nicht alle gleich wahrscheinlich.

Aber nicht nur die GrdBe, sondern auch die Form und
die Lage der Elementargebiete muB eine ganz bestimmte sein.
Denn da die Verteilungsdichte w im allgemeinen von Elementar-
gebiet zu Elementargebiet merklich variieren wird, so wiirde
auch eine Abinderung der Form eines Elementargebietes, bei
unverdnderter GrdBe, im allgemeinen zu einer Anderung des
Wertes von tw und dadurch von S fihren. Nur in speziellen
Fillen, nimlich wenn die Verteilungsdichten w sehr klein sind,
kann, wie wir sehen werden, die absolute GroBe der Elementar-
gebiete insofern physikalisch belanglos werden, als sie sich fiir
die Entropie nur in einer additiven Konstanten geltend macht.
Das tritt z. B. ein bei hohen Temperaturen, groBen Volumina,
langsamen Schwingungen (idealer Gaszustand, § 132, Rayurien-
sches Strahlungsgesetz, § 1569). Fir solche Grenzfille kann man
dsher, wie es die statistische Mechanik bisher stets tat, ohne
merklichen Fehler G im makroskopischen Sinne unendlich klein
annehmen. Aber sobald die Verteilungsdichten w merkliche
Werte besitzen, reicht die klassische statistische Mechanik nicht
mehr aus.

§ 126. Wenn es sich nun um die Feststellung der GrdBe
G der Elementargebiete gleicher Wahrscheinlichkeit handelt, so
bieten hierfir die Sidtze der klassischen statistischen Mechanik,
die ja in gewissen Grenzfillen zu richtigen Resultaten fithren,
einen bestimmten Fingerzeig.

Bedeuten ¢,, @,, @,, ... die ,allgemeinen Koordinaten®,
Yy, Yy Py, - - - die dazugehorigen , Impulskoordinaten oder ,,Mo-
mente“, welche den mikroskopischen Zustand eines einzelnen
Molekiils bestimmen, so enthélt der Zustandsraum (§ 124) eben-
soviel Dimensionen als es Koordinaten ¢ und Momente v fir
jedes Molekill gibt. Das Elementargebiet der Wahrscheinlichkeit
ist nun nach der klassischen statistischen Mechanik identisch
mit dem (makroskopisch) unendlich kleinen Element des Zustands-
raumes:!

(174) dep,+d@,rd@y . ..dy cdy,cdy, ...

1 Vgl = B. L. Bourzwawx, Gastheorie II, p. 82ff, 1888, oder I. W.
Gisss, Elementary Principles in Statistical Mechanics, Chapter I, 1902.
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Nach der Quantenhypothese dagegen besitzt jedes Elementar-
gebiet der Wahrscheinlichkeit eine bestimmte endliche GrdBe:

G=[dg -dg,-dg,...dy, -dy,-dy,. .., (175)

deren Wert fiir alle verschiedenen Elementargebiete der nimliche
ist, im {lbrigen aber von der Art des betrachteten Molekil-
systems abhingt. Die Form und Lage der einzelnen Elementar-
gebiete sind durch die Grenzen des Integrals bestimmt und
mfilssen in jedem einzelnen Fall besonders festgestellt werden.

Zweites Kapitel. Ideales einatomiges Gas.

§ 127. Im vorigen Kapitel wurde die Berechtigung und
die Notwendigkeit der Einfihrung von Wahrscheinlichkeits-
betrachtungen in die mechanische und in die elektrodynamische
Theorie der Warme nachgewiesen, und aus dem allgemeinen
Zusammenhang der Eatropie S mit der Wahrscheinlichkeit W,
welcher in der Gleichung (164) ausgedriickt ist, eine Methode
abgeleitet, um die Entropie eines physikalischen Systems in
einem gegebenen Zustand zu berechnen. Bevor nun diese
Methode zur Bestimmung der Entropie der strahlenden Wirme
angewendet wird, soll sie in diesem Kapitel dazu benutzt werden,
um die Entropie eines idealen einatomigen Gases in einem
beliebig gegebenen Zustand zu berechnen. Das Wesentliche
dieser Berechnung findet sich zwar schon in den Untersuchungen
von L. BoLTzmann! iiber die mechanische Theorie der Wirme;
indessen wird es sich doch empfehlen, hier auf jenen ganz
einfachen Fall besonders einzugehen, einmal um die Berechnungs-
weise und die physikalische Bedeutung der mechanischen En-
tropie mit derjenigen der Strahlungsentropie bequemer vergleichen
zu kdnnen, dann aber hauptsiichlich deshalb, um die Unterschiede
gegen die Borrzmannsche Behandlung, also namentlich die
Bedeutung der universellen Konstanten k¥ und der endlichen
Elementargebiete G klar hervortreten zu lassen; und dazu ge-
niigt die Behandlung eines speziellen Falles.

1 L, Borrzuaxw, Sitzungsber. d. Akad. d. Wissensch. zu Wien (II) 76,
p. 878, 1877. Vgl such Gastheorie 1, p. 88, 1896,

Planck, Warmestrahlung, 2 Aufl., pp. 124-5



132 Entropie und Wahrscheinlichkeit

gebiet einen ganz bestimmten Wert, den wir mit H bezeichnen
wollen. Also:

(198) H= [[[dg,-de,...dwp dy,...

Fir die natiirliche Bedeutung der Konstante H spricht auch der
Umstand, daB ihr Zablenwert gar nicht von den Einheiten fiir
_die Koordinaten ¢ abhingt, sondern nur von denen fiir Energie
~und Zeit. Denn da das Produkt einer Koordinate mit ihrer
Impulskoordinate die Dimension Energie mal Zeit besitzt, so ist
H von der Dimension:

(199) ' (Energie x Zeit;/.

Freilich ist mit der Aufstellung der Gleichung (198) noch
lange nicht die Festlegung der Elementargebiete vollzogen; denn
hierbei spielt nicht nur die GroBe, sondern auch die Lage und
die Form derselben eine wesentliche Rolle. Dariiber konnen
wir an dieser Stelle, fiir beliebig viele Freiheitsgrade f, noch
keine allgemeine Entscheidung treffen. Einfach wird die Sach-
lage nur fiir einen einzigen Freiheitsgrad, auf den wir uns daher
spiter meistens beschrinken werden.

Denken wir uns jetzt die Grenzen des Integrals (128) durch
irgend welche Vorschriften festgelegt, so handelt es sich noch um
die fir die Berechnung der Zustandssumme (§ 127) notwendige
mittlere Energie & der in dem Elementargebiet gelegenen Molekiile,
die natiirlich nach (177) nur von den Eigenschaften des Ele-
mentargebiets und nicht etwa von den Verteilungszahlen N, und
w, abhingt. Dies ist nun der Punkt, in welchem die verschie-
deneq Theorien: die klassische Theorie und die verschiedenen
_Fassunggn der Quantentheorie, auseinandergehen. Nach der
klassischen Theorie ist die Ausdehnung eines Elementargebiets,
also die Konstante H, so klein, daB man ohne merklichen Fehler
dfen Mittelwert & ersetzen kann durch den Wert von & in irgend
einem Punkte des betreffenden Elementargebiets. Nach der
Quantentheorie dagegen ist die Koustante H endlich und
meBbar. In der ersten Fassung der Quantentheorie besitzen
simtliche in einem bestimmten Elementargebiet befindlichen
Molekiile die niamliche Energie, die einem bestimmten Punkt im
Innern oder an der Grenze des Elementargebiets entspricht
(vgl. § 126). Nach der zweiten Fassung der Quantentheorie

Ideales einatomiges Gas 133

erfilllen die in einem Elementargebiet befindlichen Molekiile das
betreffende Gebiet im Gisssschen Phasenraum mit gleichmiBiger
Dichte, die aber von Elementargebiet zu Elementargebiet
wechselt. Dann ist also, bei Integration iiber das Elementar-

gebiet n:
=g [ dmde,...dvdy,... (200)

Durch die Werte der g, sind in jeder Theorie die charakteristi-
schen thermodynamischen Funktionen (189) und (190) vollkommen
bestimmt und damit das Prohlem geldst.

Zweites Kapitel. lIdeales einatomiges Gas.

§ 132. Als erste Anwendung der gewonnenen Sitze be-
handeln wir den Fall eines einatomigen Gases im idealen Zu-
stand, indem wir die Zustandsgleichung und andere thermische
Eigenschaften bestimmen. Als Definition des idealen Zustandes
dient uns auber der Voraussetzung, daB keine potentielle Energie
der Atome in Betracht kommt, die Bedingung, daB der ganze

 fiir den Zustand eines Atoms in Betracht kommende Phasenraum.
~also das Integral (195), erstreckt iiber das Volumen des Gases

und iiber die mittlere Atomenergie, groB ist gegen die GroBen-

‘ausdehnung H eines Elementargebiets. Uber die physikalische

Bedeutung dieser Definition vgl. unten § 134,

Bei der gemachten Annahme kann man jedes Elementar-
gebiet als unendlich klein behandeln, seine Form spielt dann
gar keine Rolle mehr, die mittlere Energie g fillt zusammen
mit der Energie ¢ in irgend einem Punkt des betreffenden Ele-
mentargebiets, und die Zustandssumme in (190) geht iiber in
ein Zustandsintegral, oder, mit Riicksicht auf (198), da das dortige
sechsfache Integral in ein sechsfaches Differential zusammen-
schrumpft:

< k;;_ =jfffff d @, dqa,d%}}iw.d% dy, e ka, (201)

zu integrieren iiber den ganzen Phasenraum eines Atoms, also
iiber das ganze Volumen des Gases und iiber alle Werte der
Geschwindigkeiten, von — oo bis + oo. Nennen wir N die
Anzahl, m die Masse der (gleichartigen) Atome, ¥V das Volumen

——

Planck, Warmestrahlung, 4 Aufl., pp. 132-3
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eines Molekuls in den versuhledenen Elementargebieten des Zu-
standsraumes, gegebene Funktionen der Ordnungszahlen 0, 1, 2, ..
Wir wollen die Bezeichungen so,gewithlt denken, daB

(178) g <F <EF <

Wenn an der Grenze zweier benachbarter Elementargebiete n — 1
und 7 eine ganz bestimmte Energie ¢, besteht, so ist mithin:

179 == =... SE,1=¢ = =tw1=...

Bei dieser Festsetzung bleibt die Frage nach dem genauen Wert
der Energie eines Molekiils, das in einem bestimmten Elementar-
gebiet liegt, noch ganz offen. Es konnte z. B. sein, daB die in
einem bestimmten Elementargebiet n liegenden Molekiile siimmt-
lich eine ganz bestimmte Energie besitzen (erste Fassung der
Quantentheorie). Diese darf dann natiirlich nicht kleiner sein
als ¢ und nicht groBer als &,4,. s konnte auch sein, dafl die in
einem bestimmten Elementargebiet des Zustandsraumes liegenden
Molekiile das Gebiet vollkommen gleichmiiBig ausfiillen (zweite
Fassung der Quantentheorie.) Doch wollen wir hier dariiber
keine allgemeine Entscheidung treffen.

§ 127, Wenn die Gesamtenergie E des Molekiilsystems
vorgeschrieben ist, so folgt aus (177) fiir eine Variation des Zu-
standes die Bedingungsgleichung:

(180 VE=0=>¢§dw,
welche zusammen mit (174) und (175) fiir das thermodynamische
Gleichgewicht liefert: |

log w, + (&, = const.
oder:

(181) w, = w-e P,
wo die Konstanten ¢ und £ nach (167) und (177) bestimmt sind
‘durch die Gleichungen:

82 S5, oo = 8 S
un
(183) ¢Sebn=1.

Fir die Entropie des Systems ergibt sich dann aus (173), mit
Riicksicht auf (181), (167), (183) und (177):

S=—IN-DSw,(loge — %)
oder:

21

Gnuulleqendc Deﬁmtzomm und Sat,vc i27

Die Temperatur 7’ des Molekiilsystems endhch ist bestlmmt dul ch:

1 dS _ dS d3
T T dE T dg T dE
EN s - d3 a8
B e o —r— TR,
\‘c_t"—' = e dE + ([‘L'E+p)

1
- =k8 oder
7 o

,_ 1 (185)

Wenn statt der Energie E die Temperatur 7 des Molekiilsystems
gegeben ist, so hat man nach (167) und (1S1)

w, = ¥ - - (186)
...\:‘e'- knT
ferner nach (177):
RS
E=Ng= —fu"¢ "1 (187)
Pt va
und nach (184):
§= 3 + I Nlog X e Fr- (188)

Beide Griofen E und S lassen sich bequem zuriickfiihren auf
die freie KEnergie

—T8=F=— Nﬂogzc--;—; (189)
oder auch auf die charakteristische thermodynamische Funktion:
E tu

§— o= ‘lf—Nl.-logEe-ﬁ=__’T’.- (190)

Denn es ist,’ wie auch leicht hinterher zu verifizieren:
E=F—13 .=r°—‘“ (191)

6T

oF .9 .
S=—gp=¥+I7 (192)

Durch diese Beziehungen erscheint das ganze thermodynamlsche
Verhalten des Molekulsystems zuriickgefiihrt auf die Berechnung
der einen Summe S in (189) und’ (190), welche daher oft auch
als ,,Zustandssumme* bezeichnet wird.

' Vgl z. B. M. Praxck, Vorlesungen iiber Thermodynamik, § 152a.
]

L

Planck, Wéarmestrahlung, 4 Aufl.,

pp. 126-7
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Beide Grioflen F und S lassen sich bequem zuriickfithren auf
die freie Knergie

E—T8=F=—|NTlogNe ir (159)
oder auch auf die charakteristische thermodynamische Funktion:
E .

. S— gr=W=NilogSe 5T =— - (190)

Denn es 1st,’ wie auch leicht hinterher zu verifizieren:
d K o O Y

E=F— = T2 Y c 191

To7 =T'=% (191)

_ 8F 8 W :

S=—Gp =¥+T%5 (192)

ENnd. T zznlE, LIEFLIE AR, &

N |

HIFEIEN S,

22 Planck, Wéarmestrahlung, 4 Aufl., p. 127
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