
第 1回KEKサマーチャレンジ
実習課題 12「音速で飛行する中性子を曲げる」

1 はじめに
我々が住む環境では電場が至る所にあるため
に、それらの影響を取り除くことが極めて困
難です。しかし、中性子は電荷が無いために、
電場の影響をほとんど受けません。これを利
用すると、微弱な相互作用を性格に測定する
ことが可能になります。
音速程度の中性子が地上の実験環境で感じ
る相互作用の大きさは、強い相互作用、電磁
相互作用、重力相互作用を通じて、ほぼ同じ
程度になります (ただし、重力相互作用は中性
子と地球との重力相互作用を考えます)。図 1
にその概要を示しておきます。今回の演習で
は、これらのうち、重力相互作用と電磁相互
作用について、その影響を体験していただき
ます。
図 1では、電磁相互作用のポテンシャルの
値が伏せてあります。演習が終わったらこの
値を記入することができるはずですので、値
を入れてみて下さい。
そして、我々が未だ知ることのできない微
弱な相互作用を探す方法について、考えてみ
て下さい。例えば、中性子は原子のすぐそば
まで電機相互作用の邪魔を受けることなく近
づくことができます。うまくすれば重力相互
作用の異常を見て取れるかもしれません。
2 演習の目標
この演習の目標を次の三つに設定する。

1. 中性子が地球重力によって落下する際の
加速度を求める。

2. 中性子のスピンが 1/2であることを確認
する。

3. 中性子の磁気双極子能率の大きさを求め
る。

3 基礎知識
この節では、基礎知識をまとめておく。
特殊相対性理論によって、全エネルギーE
と運動量 pの間には

E2 − (pc)2 = (mc2)2 (1)

という関係が成立する。m は静止質量と
呼ばれる。c は真空中の光速度で、c =

2.99792458 × 108 m s−1である。運動エネル
ギー T は、全エネルギー Eからmc2を引け
ばよい。

T = mc2

√
1 +

(
pc

mc2

)2

− 1


=

p2

2m
− p4

8m3c2
+ ... (2)

この第 2項目以降が無視できる場合は非相対
論的であると表現される。今回の演習の対象
となる中性子は、非相対論的である。そこで
これ以降運動エネルギーは

T =
p2

2m
(3)

として扱う。
中性子は陽子とともに原子核を構成する粒
子である。中性子の持つ性質は
質量 (939.56536 ± 0.00008) MeV c2

電荷 (−0.4 ± 1.1) × 10−21e
スピン 1/2
平均寿命 885.7 ± 0.8 s

ただし、MeVは 106 eVを表す。eVはエネル
ギーの単位で、素電荷が 1Vの電位差で加速
された時に得る運動エネルギーの増分で定義
される。その値は 1 eV=e Jである。eは素電
荷で、e = 1.60217653(14)× 10−19 C である。
運動量の大きさが pであるとき、対応する
ド・ブロイ波長 λは

λ =
h

p
(4)

である。ただし h はプランク定数で、h =
6.6260693(11)×10−34 J sであり、̄h = h/(2π)
が良く使われる。
また、覚えておくと便利な定数及び関係式
として、次のようなものがある。

h̄c = 197.326968(17)MeV · fm (5)

α =
e2

4πεh̄c
=

1

137.03599911(46)
(6)

µ0 = 4π × 10−7NA−1 (7)

ε0µ0c
2 = 1 (8)



Fig. 1. 音速中性子が受ける相互作用。電磁相互作用のポテンシャルの値は、演習が終わる時に書き込んで下さい。

αは微細構造定数、µ0は真空の透磁率で、ε0

は真空の誘電率である。
中性子の運動学的諸量の間の関係をまとめ
ておく。中性子の速度が v、運動エネルギー
が T、波長が λ 、波数が kである。波長の単
位は Åが習慣上良く使われる。最近は nmが
使われることも増えて来たが、研究者間の会
話では依然として Åが用いられることがほ
とんどであるため、今回は Åを使っておくこ
とにする。なお、1Å= 10−10 mである。
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なお、熱中性子を v = 2200 m s−1 で定義した
場合、T = 25.30meV、λ = 1.798Å である。
原子核が一様に分布している中を z方向に

N個の中性子が進んでいるとする。中性子は、
その原子核と相互作用して、散乱されたり吸
収されたりする。中性子が厚み dzだけ進む

間に、dN だけ中性子が散乱される場合を考
える。dNは、中性子数N、厚み dz、物質中
の原子核数密度 nに比例するはずなので、

dN = −Nnσsdz (16)

と書ける。この比例定数 σsは面積の次元を
持ち、散乱断面積と呼ばれる。式 16は、最
初の中性子数をN0とおくと

N = N0e
−nσsz (17)

となる。中性子が厚み dzだけ進む間に、dN
だけ中性子が吸収される場合も同様に

dN = −Nnσadz (18)

と書けて、
N = N0e

−nσaz (19)

となる。実際にはこれら双方の過程が同時に
起こる。熱中性子領域か或はそれ以上に運動
エネルギーが小さい場合には、散乱断面積σs

はほぼエネルギーによらない定数であり、吸
収断面積は中性子速度 vに反比例する場合が
ほとんどである。これを

σs = 4πa2 (20)

σa = σa,th
vth

v
(21)

のように書いておく。aは散乱長と呼ばれる
原子核固有の定数であり、その大きさは概ね
10−15 mの程度である。σa,thは熱中性子に対
する吸収断面積であり、vth = 2200 m s−1



Fig. 2. 中性子の運動に関わる諸量の関係図

Fig. 3. 元素毎の散乱断面積

は熱中性子速度である。これらの断面積の単
位には通常 b(バーン)が用いられる。1 b =
10−28 m2である。なお、物質中では原子核が
自由には動けないし、電子も存在する。中性
子の質量をmn、原子の質量をmA、原子番号
をZとおくとき、散乱長は

b =
mA + mn

mA

a + Zbne (22)

と書くことができ、

σs = 4πb2 (23)

である。ただし、bneは中性子が電子に散乱
される時の散乱長であり、bne = −(1.38 ±
0.03) × 10−3 fmである。σsと σa,thを元素別
に図示したものを図 3と図 4に示す。これら
の図において、同位体については自然同位体
存在比で加重平均したものを示してある。
中性子はスピン 1/2を持つ。一般に半整数
スピンを持つ粒子はディラック方程式に従い、
電荷が q、スピン sの場合には、磁気双極子
能率

µ =
qh̄

2m
(24)

Fig. 4. 元素毎の熱中性子吸収断面積

を持つ。この式をそのまま用いると、中性子
は電荷を持たないので、磁気双極子能率も 0
になる。しかし実際には中性子は内部構造を
持ち、電荷の分布に偏りがあるために、磁気
双極子能率は 0にならない。

4 中性子の減衰
図 4から分かる通り、中性子の吸収断面積は
物質によって大きく異なる。中性子の吸収体
として良く用いられるもののうち、カドミウ
ムについてどの程度の吸収が起こるかを計算
しておく。
原子数密度 n cm−3 は、アボガドロ数を

NA = 6.02 × 1023、原子量を A、密度を d g
cm−3とおくと

n = NA
d

A
(25)

で与えられるので、n = 4.6×1022 cm−3であ
る。σa,th = 2250bを使うと、波長 10 Åの中
性子に対する断面積 σaは

σa = 2250b × 10.0

1.8
= 12500b (26)



である。よって

nσa = 575cm−1 (27)

となる。これは中性子ビームが (nσa)
−1 =

17µmのカドミウムを通過する間に、強度が
1/e = 0.37倍に減少することを意味してい
る。なお、散乱断面積は 5.6 bであり、吸収
断面積に比べて無視できる。
同様にして、波長 10 Åの中性子が、空気中
を通過する場合を考える。空気は窒素が80%、
酸素が 20%の割合であるものとし、標準状態
での理想気体であるものとして扱うことにす
る。窒素も酸素も二原子分子なので、原子核
の数密度は

n = 6.02 × 1023 × 2

22400
= 5.38 × 1019cm−3

(28)
である。

σs σa,th σa

N 10.03 b 1.9 b 10.6 b
O 3.761 b 0.00019 b 0.00106 b
空気 8.99 b 1.52 b 8.48 b

である。よって散乱断面積と吸収断面積を合
算して

n(σs + σa) = 0.00094cm−1 (29)

となる。つまり中性子ビームは空気中を
(n(σs + σa))

−1 = 10.6 m進んでようやく強
度が 1/e = 0.37倍に減少することを意味し
ている。
5 中性子の単色化
中性子ビームに沿って複数の中性子吸収体を
機械的に開閉して、特定の速度の中性子だけ
を通過させるような装置を、中性子速度選別
機と言う。速度選別機を使って中性子の速度
を制限したビームは、当然のことながら波長
も制限を受けている。このようなビームは単
色であると表現される。ある波長λを中心と
して、波長幅∆λの分布を持つビームは、単
色度が∆λ/λであると表現される。
6 磁気双極子能率の運動方程式
質量が mの粒子が、磁気双極子能率 (Mag-
netic Dipole Moment)µを持っているとする。
この粒子が磁場B の中にあるとき、ポテン
シャルエネルギー U は

U = −µ · B (30)

で与えられる。磁気双極子能率はスピン角運
動量 J に比例し、

µ = γJ (31)

と書いた時の比例定数γを磁気回転比と言う。
無次元化されたスピン演算子 Iとは

J = h̄I (32)

という関係にあり、

µ = γh̄I (33)

となる。ここで、演算子 Iの各成分間の交換
関係は

[Ix, Iy] = iIz

[Iy, Iz] = iIx

[Iz, Ix] = iIy (34)

である。ただし、

[A,B] = AB − BA (35)

である。
粒子の速度が光速度に比べて十分に小さい
場合、粒子の運動エネルギーT は粒子の運動
量 pを用いて

T =
|p|2

2m
(36)

で与えられる。このとき、ハミルトニアンH
は

H =
|p|2

2m
− µ · B (37)

である。p = (h̄/i)∇を使ってハイゼンベル
グ方程式

h̄

i

dA

dt
= [H,A] (38)

を用いれば、p及びµの時間発展は

dp

dt
= γh̄∇ (I · B)

dI

dt
= γI × B (39)

で与えられることが分かる。
Iの時間発展は、IがBを軸として歳差運
動をすることを示している。これはラーモア
歳差として知られており、その歳差角速度ωL

は
ωL = γ |B| (40)

で与えられる。



7 断熱的なスピン輸送
ある粒子が非一様磁場中を運動すると、その
粒子から見た磁場は変化する。粒子の軌道に
沿った座標をsとすると、粒子から見た磁場は

ωB =
ds

dt

∂

∂s

B

|B|
(41)

という回転角速度で回転している。

Γ =
ωL

ωB

À 1 (42)

という条件が成り立っている場合、粒子のス
ピンは磁場の変化に沿って回転し、スピンの
局所磁場に対する向きが保存する。これは断
熱的スピン輸送と呼ばれており、条件 42を
断熱条件と呼ぶ。

8 非一様磁場下での近似運動方程式の導出
スピンに平行な単位ベクトルをσとおいて

µ = µσ (43)

と書くことにする。断熱条件 42が成立する
場合には、スピンは磁場に平行か反平行であ
るので、

σ = ± B

|B|
(44)

と書ける。よって、式 39は

d2r

dt2
= ± µ

m
∇ |B| (45)

となる。繰り返すと、複号が正の場合がスピ
ンと磁場が平行、複号が負の場合がスピンと
磁場が反平行、である。
中性子の場合には、µが負であることが知
られている。よって

d2r

dt2
= ∓|µ|

m
∇ |B| (46)

と書くと、複号が負の場合がスピンと磁場が
平行、複号が正の場合がスピンと磁場が反平
行、である。

9 多極磁場内での運動方程式
電流密度がなく透磁率が一定である場合、マ
ックスウェルの方程式は

∇ × B = 0

∇ · B = 0 (47)

となるので、磁場はスカラーポテンシャルVB

を用いて
B = −∇VB (48)

と書くことができ、VBは

∇2VB = 0 (49)

をみたす。磁石が z軸方向に十分に長いもの
と仮定して、z方向の依存性を無視する。円
筒座標 (ρ, ϕ, z)を使った時、ρ = 0で有界な
VBの一般解は

VB =
∞∑

j=0

(
ρ

ρ0

)j

Aj cos j(ϕ − ϕ0,j) (50)

である。式 50右辺の j = nの項を、2n極
磁場に対応する。磁石の内半径を ρ0とおき、
ρ = ρ0における磁場の大きさをB0と書くこ
とにすると、2n極磁場は次の関係を満たすこ
とが分かる。

|B| = B0

(
ρ

ρ0

)n−1

(51)

これを式 46に代入すると、

d2x

dt2
= ∓|µ|

m
(n − 1)

B0

ρ2
0

(
ρ

ρ0

)n−3

x

d2y

dt2
= ∓|µ|

m
(n − 1)

B0

ρ2
0

(
ρ

ρ0

)n−3

y (52)

となる。ここで、

X =
x

ρ0

Y =
y

ρ0

ω2 =
|µ|
m

(n − 1)
B0

ρ2
0

θ = ωt (53)

とおくと、

d2X

dθ2
= ∓X

(
X2 + Y 2

)n−3
2

d2Y

dθ2
= ∓Y

(
X2 + Y 2

)n−3
2 (54)

となる。



10 四極磁場内での運動方程式
四極磁場内での運動方程式は、式 54におい
て、n = 2とおくことによって、

d2X

dθ2
= ∓ X√

X2 + Y 2

d2Y

dθ2
= ∓ Y√

X2 + Y 2
(55)

となる。さらにX = 0、Y > 0の場合を考え
ると、

d2X

dθ2
= 0

d2Y

dθ2
= ∓1 (56)

となり、等加速度運動を行うことが分かる。
実際の座標に戻すと、

d2x

dt2
= 0

d2y

dt2
= ∓|µ|

m

B0

ρ0

(57)

である。ここまで地球重力を無視して計算し
てきたが、重力加速度を gとして算入すると

d2x

dt2
= 0

d2y

dt2
= ∓|µ|

m

B0

ρ0

− g (58)

である。

A (おまけ)一般の場合の数値計算法
一般の場合の中性子の軌道計算を行うために、
数値計算法を紹介しておく。微分方程式の数
値開放には様々なものがあるが、おそらくもっ
とも良く利用されて実用上もほぼ問題のない
精度を与える方法として、Runge-Kuttaの方
法を示す。
A.1 1階微分方程式
1階の微分方程式

dy

dx
= f(x, y) (59)

の初期値が x = x0、y = y0である場合を考
える。次の 4つの量を計算する。

k1 = f (x0, y0) h

k2 = f

(
x0 +

h

2
, y0 +

k1

2

)
h

k3 = f

(
x0 +

h

2
, y0 +

k2

2

)
h

k4 = f (x0 + h, y0 + k3) h (60)

このとき、近似解は

x1 = x0 + h

y1 = y0 + ∆y

∆y =
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (61)

で与えられる。誤差は h5の次数である。
A.2 1階連立微分方程式
1階の連立微分方程式

dy

dx
= f1(x, y, z)

dz

dx
= f2(x, y, z) (62)

については、

k1 = f1 (x0, y0, z0) h

k2 = f1

(
x0 +

h

2
, y0 +

k1

2
, z0 +

m1

2

)
h

k3 = f1

(
x0 +

h

2
, y0 +

k2

2
, z0 +

m2

2

)
h

k4 = f1 (x0 + h, y0 + k3, z0 + m3) h

m1 = f2 (x0, y0, z0) h

m2 = f2

(
x0 +

h

2
, y0 +

k1

2
, z0 +

m1

2

)
h

m3 = f2

(
x0 +

h

2
, y0 +

k2

2
, z0 +

m2

2

)
h

m4 = f2 (x0 + h, y0 + k3, z0 + m3) h (63)



を計算した上で、

x1 = x0 + h

y1 = y0 + ∆y

z1 = z0 + ∆z

∆y =
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

∆z =
1

6
(m1 + 2m2 + 2m3 + m4) (64)

とする。
A.3 高階微分方程式
一般階数の微分方程式

dny

dxn
= f

(
x, y,

dy

dx
, ...,

dn−1y

dxn−1

)
(65)

の場合には、

z1 =
dy

dx

z2 =
dz1

dx
...

zn−1 =
dzn−2

dx
(66)

とおけば、

dzn−1

dx
= f (x, y, z1, ..., zn−1)

dzn−2

dx
= zn−1

...
dz2

dx
= z1

dz1

dx
= y

dy

dx
= z1 (67)

という 1階の連立微分方程式に帰着されるた
め、前節 A.2の方法に従って解くことがで
きる。
A.4 多極磁場内の中性子軌跡の数値計算
2n極磁場内の中性子の運動方程式 54

d2X

dθ2
= ±X(X2 + Y 2)

n−3
2

d2Y

dθ2
= ±Y (X2 + Y 2)

n−3
2 (68)

をRunge-Kuttaの方法によって解くには、

Ξ =
dX

dθ

H =
dY

dθ
(69)

とおいて、次の連立微分方程式に帰着させる。

dΞ

dθ
= ±X(X2 + Y 2)

n−3
2

dX

dθ
= Ξ

dH

dθ
= ±Y (X2 + Y 2)

n−3
2

dY

dθ
= H

(70)


