
第 2回KEKサマーチャレンジ
実習課題 11「中性子減速」

1 はじめに
我々が住む環境では電場が至る所にあるため
に、それらの影響を取り除くことが極めて困
難です。しかし、中性子は電荷が無いために、
電場の影響をほとんど受けません。中性子が
地上の実験環境で感じる相互作用の大きさは、
強い相互作用、電磁相互作用、重力相互作用
を通じて、ほぼ同じ程度になります (ただし、
重力相互作用は中性子と地球との重力相互作
用を考えます)。これを利用すると、微弱な相
互作用を性格に測定することが可能になりま
す。図 1にその概要を示しておきます。
微弱な相互作用を探るには、中性子の速度
が遅い方が有利になります。さて、中性子は
原子核の外では不安定で約 15分の平均寿命
で崩壊しますので、原子核反応によって原子
核から中性子を取り出して利用します。この
演習では、252Cfの自発核分裂反応によって
発生する中性子を利用します。この中性子の
運動エネルギーは 1.4× 106 eV程度、速度に
して光速度の約 5%程度、秒速約 16000 kmで
す。演習では、この中性子を秒速数 km程度
まで減速し、原子核との相互作用の実測を試
みます。
この演習では主として強い相互作用による
中性子の散乱を観察しますが、その他に我々
が未だ知ることのできない微弱な相互作用を
探す方法について、考えてみて下さい。例え
ば、中性子は原子のすぐそばまで電気相互作
用の邪魔を受けることなく近づくことができ
ます。うまくすれば素粒子レベルでの重力相
互作用を詳しく調べることができるかもしれ
ません。
2 基礎知識
この節では、基礎知識をまとめておく。
特殊相対性理論によって、全エネルギーE
と運動量 pの間には

E2 − (pc)2 = (mc2)2 (1)

という関係が成立する。m は静止質量と
呼ばれる。c は真空中の光速度で、c =
2.99792458 × 108 m s−1である。運動エネル
ギー T は、全エネルギー Eからmc2を引け

ばよい。
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この第 2項目以降が無視できる場合は非相対
論的であると表現される。今回の演習の対象
となる中性子は、非相対論的である。そこで
これ以降運動エネルギーは

T =
p2

2m
(3)

として扱う。
中性子は陽子とともに原子核を構成する粒
子である。中性子の持つ性質は

質量 (939.56536 ± 0.00008) MeV c2

電荷 (−0.4 ± 1.1) × 10−21e
スピン 1/2
平均寿命 885.7 ± 0.8 s

ただし、MeVは 106 eVを表す。eVはエネル
ギーの単位で、素電荷が 1Vの電位差で加速
された時に得る運動エネルギーの増分で定義
される。その値は 1 eV=e Jである。eは素電
荷で、e = 1.60217653(14)× 10−19 C である。
運動量の大きさが pであるとき、対応する
ド・ブロイ波長 λは

λ =
h

p
(4)

である。ただし h はプランク定数で、h =
6.6260693(11)×10−34 J sであり、̄h = h/(2π)
が良く使われる。
また、覚えておくと便利な定数及び関係式
として、次のようなものがある。

h̄c = 197.326968(17)MeV · fm (5)

α =
e2

4πε0h̄c
=

1

137.03599911(46)
(6)

µ0 = 4π × 10−7NA−1 (7)

ε0µ0c
2 = 1 (8)



Fig. 1. 中性子が受ける相互作用。

αは微細構造定数、µ0は真空の透磁率で、ε0

は真空の誘電率である。
中性子の運動学的諸量の間の関係をまとめ
ておく。中性子の速度が v、運動エネルギー
が T、波長が λ 、波数が kである。波長の単
位は Åが習慣上良く使われる。最近は nmが
使われることも増えて来たが、研究者間の会
話では依然として Åが用いられることがほ
とんどであるため、今回は Åを使っておくこ
とにする。なお、1Å= 10−10 mである。
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なお、熱中性子を v = 2200 m s−1 で定義した
場合、T = 25.30meV、λ = 1.798Å である。

3 運動学
ある粒子が別のある粒子に衝突し、図 3の
ように散乱あるいは反応を起こす場合を考え

Fig. 3. 反応

る。その反応がいかなるものであろうとも、
エネルギーと運動量の保存は仮定する。
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ここで
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とおくと、
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が成立する。このQは反応熱であり、反応の
Q値と呼ばれる 1。ここまでは相対論的な場合
でも非相対論的な場合でも全く同様である。
さて、式 16に加えて、運動エネルギーと
運動量の間には

Tini,i =

∣∣∣pini,i

∣∣∣2
2mini,i

1会話では、「キューバリュー」と発音されることが多い



Fig. 2. 中性子の運動に関わる諸量の関係図

Fig. 4. 二体散乱
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∣∣∣2
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(19)

という関係が成立する。この関係は非相対論
的な場合についてのみ成立する 2。式 16と
式 19を同時に満たすように運動エネルギー
と運動量を求めることを運動学を解くと表現
する 3。
3.1 二粒子系の運動学
中性子の減速の初期過程においては、図 4の
ように粒子の種類が変わらず終状態が二つの
粒子である場合のみが重要である。始状態と
終状態に含まれる粒子数およびその種類に変
化が無いため、反応のQ値はQ = 0である。
入射する粒子は入射粒子 4、衝突される側の
粒子は標的粒子あるいは標的核 5と呼ばれる。
入射粒子は衝突の結果はじかれるが、これは
散乱粒子 6とよばれ、はじかれた標的粒子は

2相対論的な場合にはE2
ini,i−

∣∣pini,i

∣∣2 = m2
ini,i、およびE2

fin,i−∣∣pfin,i

∣∣2 = m2
fin,i が成立する。

3会話では、「カイネマを解く」と表現することが多い
4会話ではインシデント (incident particle) と発音されること

がまぁまぁある
5会話ではターゲット (target) と発音されるのが普通である
6会話では、たまにスキャッター (scattered particle) と発音さ

れることもある

反跳粒子あるいは反跳核 7と呼ばれる。中性
子減速においては、入射粒子、散乱粒子とも
に中性子であり、減速体に含まれる原子核が
標的粒子及び反跳粒子である。
標的粒子は静止しているものとする。この
場合には、エネルギーと運動量の保存は、

T0 = T1 + T2

p0 = p1 + p2 (20)

となる。ここで γ = m2/m1と置くと、

(1+γ)p2
1 −2p0p1 cos θ1 − (γ−1)p2

0 = 0 (21)

となるので、

p1

p0

=
1

1 + γ

(
cos θ1 +

√
γ2 − sin2 θ1

)
(22)

と解ける。γ < 1の場合には θ1 ≥ θ1,maxをみ
たす角度範囲にのみ解が存在する。θ1,maxは

θ1,max = cos−1(1 − γ2) (23)

で与えられる。また γ = 1の時には θ1 ≥ π/2
であり、

p1

p0

= cos θ1 (24)

である。
3.2 重心系
二つの粒子が互いに相互作用する様子を記述
する上では、両者の相対的な運動が問題なの
であって、全体の運動量は重要ではない。入
射粒子の位置を r0、標的核の位置を rtargetと
すると、重心の位置は

rG =
m0r0 + Mrtarget

m0 + M
(25)

7会話では、リコイル (recoil)と発音されることがまぁまぁある



である。v0 = dr0/dtと書くことにすると、
標的核は静止しているとするので、重心の速
度は

vG =
m0

m0 + M
v0 (26)

である。位置からの相対的な位置を記述する
座標系、すなわち rGを原点とする座標系を
重心系 (center of mass)と言う。重心系での
運動量は

p0,CM = m0(v0 − vG)

= mv0 (27)

ptarget,CM = −mv0 (28)

と求められる。ただし、

m =
m0M

m0 + M
(29)

と置いた。式 29で定義される質量を換算質
量 (reduced mass)と呼ぶ。当然ながら

p0,CM + ptarget,CM = 0 (30)

である。重心系とは全運動量が 0に等しい座
標系と定義してもよい。
重心の運動エネルギーを

TCM =
1

2
(m0 + M)v2

G (31)

と定義し、初期状態の全運動エネルギーから
重心系の運動エネルギーを差し引いたものを
求めると、

1

2
m0v

2
0 −

1

2
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G =
m

2
v2

0

=
p2

0,CM

2m
(32)

となる。
式 28と式 32を見ると、二粒子の相対運動
は質量がmの粒子が正面衝突していて、その
際の運動エネルギーの総量が

TCM =
p2

0,CM

2m
(33)

で与えられると考えて良い。
重心系に対して、標的核が静止していると
した座標系を実験室系と呼ぶ 8

8これは通常の原子核実験では、エネルギーの高い放射線を静止
した物質に照射することが一般的な方法だったためにそう呼ばれて
いる。しかし、衝突型加速器のように、同じ粒子を同じエネルギー
で正面衝突させるような実験の場合には、重心系と実験室系はほと
んど同じである。また物質内の原子の熱運動と同程度まで減速され
た中性子を照射するような場合には、標的核が静止しているという
仮定が成立しない場合もある。

4 断面積
一般に核反応

a + A → b + B (34)

を考えるとき、この遷移を引き起こす相互作
用をUとおくと、単位時間あたりに状態 |a+
A〉からある状態 |b+B〉へ遷移する確率wは、
第二黄金律より

w =
2π

h̄
|〈b + B|U |a + A〉|2 dnb

dTb

(35)

で与えられる。ここで、相互作用が起こる空
間の体積を V とおくと、状態密度は

dnb =
4πp2

bdpbV α

(2πh̄)3
(36)

であり、
dTb = vbdpb (37)

なので、
dnb

dTb

=
4πp2

bV α

(2πh̄)3vb

(38)

である。ただし、αはスピンなどによる終状
態の多重度である。結果として

w =
1

πh̄4

p2
b

vb

V α |〈b + B|U |a + A〉|2 (39)

を得る。一方で aの数密度をna、重心系にお
ける速度を vaとする時、断面積は

σ(a + A → b + B) =
w

nava

(40)

によって定義される。naを V 中に 1個とす
ると

σ(a + A → b + B) =
wV

va

(41)

である。すると

σ(a+A → b+B) =
1

πh̄4

p2
b

vavb

|V 〈b + B|U |a + A〉|2 α

(42)
ここで、入射粒子が中性子で、運動エネル
ギーが核反応のエネルギーに比べて充分に小
さいときには、|V 〈b + B|U |a + A〉|2はほぼ定
数である。

• 中性子が弾性散乱を受ける時、すなわち
va = vbの時には、断面積 σ(a + A → b +
B)は定数である。



• 中性子が吸収されて γ線を発生する時に
は、γ線のエネルギーは入射中性子のエ
ネルギーに比べて十分高いので、pbは中
性子のエネルギーにはほぼ無関係である。
したがって断面積 σ(a + A → b + B)は
vaに反比例する。

• 中性子が吸収されて荷電粒子を放出する
時も、その粒子のエネルギーは入射中性
子のエネルギーに比べて十分高いので、
pbは中性子のエネルギーにはほぼ無関係
である。また、荷電粒子はクーロン障壁
を超えて放出されるのだが、pbが定数と
見なせる状態にあるのだから、その障壁
透過係数もやはり中性子のエネルギーに
はほぼ無関係である。したがって断面積
σ(a + A → b + B)は vaに反比例する。

これから分かる通り、低速中性子に関しては、
散乱断面積は中性子のエネルギーに依存しな
い。また、吸収断面積は中性子の速度に反比
例する。これは 1/v則と呼ばれる。
5 散乱
ここでは、散乱断面積についてもう少し説明
を行う。今回の演習において用いる低速中性
子に限って話を進める。古典的に考えると、
原点周りの角運動量はmvdで与えられる。こ
れが h̄に等しい、すなわち l = 1であるとす
ると、

d =
h̄

mv
= λ (43)

が満たされなければならない。今我々が考え
ている領域では、実際には λは 10−9 − 10−10

m程度なので、この条件を満たすには中性子
の波長が長すぎる、すなわちエネルギーが低
すぎる。よって、l = 0の場合だけ考えれば
十分である。図 7を見れば、量子力学的な解
においても、Kr ¿ 1では l = 0のみが支配
的であることが分かる。軌道角運動量 lが 0
の部分波は s波と呼ばれる。
散乱状態を表す波動関数 ψは r → ∞で

ψ =
1

(2π)3/2

(
eik·r +

f(θ)

r
eikr

)
(44)

という漸近形を持つ。1項目が入射平面波を
表し、2項目が散乱の中心から広がっていく
球面波を表す。f(θ)は散乱振幅と呼ばれ一般
には角度依存性を持つが、l = 0の場合には
角度依存性を持たない。

f(θ) ' −a (45)

とおいた時の aは散乱長と呼ばれる。
中心から rの位置にある微小面積 r2dΩに
到達する確率 dP は、散乱された流速 jを用
いて

dP =

(
j · r

|r|

)
r2dΩ (46)

と表すことができる。散乱された流速 jは

j =
h̄

2im
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) (47)

と定義されるので、

dP = v |f(θ)|2 dΩ (48)

である。入射波の流速 vで割ることによって、
一つの原子核によって散乱される割合は単位
立体角あたり

dσ

dΩ
= |f(θ)|2 = a2

r (49)

と書ける。これを散乱微分断面積と呼び、全
方向について積分した量

σ =
∫ dσ

dΩ
dΩ = 4πa2 (50)

は散乱断面積と呼ばれる。
原子核が一様に分布している中を z方向に

N個の中性子が進んでいるとする。中性子は、
その原子核と相互作用して、散乱されたり吸
収されたりする。中性子が厚み dzだけ進む
間に、dN だけ中性子が散乱される場合を考
える。dNは、中性子数N、厚み dz、物質中
の原子核数密度 nに比例するはずなので、

dN = −Nnσsdz (51)

と書ける。
式 51は、最初の中性子数をN0とおくと

N = N0e
−nσsz (52)

となる。
中性子が厚み dzだけ進む間に、dNだけ中
性子が吸収される場合も同様に

dN = −Nnσadz (53)

と書けて、
N = N0e

−nσaz (54)

となる。実際にはこれら双方の過程が同時に
起こる。



Fig. 5. 元素毎の散乱断面積

Fig. 6. 元素毎の熱中性子吸収断面積

各元素の散乱断面積及び吸収断面積を図 5
と図 6に示す。これらの図において、同位体
については自然同位体存在比で加重平均した
ものを示してある。
散乱断面積は、中性子が原子核ポテンシャ
ルを通過する際の量子力学的干渉を含めた原
子核の大きさなのであり、原子核の質量分布
半径とは異なる。だが、この演習では散乱断
面積から求めた散乱長の絶対値が、大まかに
原子核の大きさを与えるものと考えることに
する。

6 中性子の減速

式 22から分かる通り、中性子が原子核によっ
て散乱される度に、中性子は相手の原子核に
エネルギーを与えて、自らは減速される。標
的核と中性子の質量が同じ時に最も効率的に
減速され、1回散乱される毎に平均的には運
動エネルギーのおよそ半分を失う。そのため、
減速体としては水素を多く含む素材が用いら
れる。
さて、標的核の質量数を Aとおく。M =

Amn としてほぼ問題ない。中性子の実験室
系での速度を v0 とおくと、重心系における

速度は

v0,CM =
A

A + 1
v0 (55)

である。このとき標的核は

VCM =
1

A + 1
v0 (56)

の速度を持っている。さて、

v2
0 = v2

0,CM + VCM − 2v0,CMVCM cos(π − θCM)
(57)

が成り立つ。よって散乱前の中性子の運動エ
ネルギーをT0、散乱後の中性子の運動エネル
ギーを T とすると、

T

T0

=
A2 + 1 + 2A cos θCM

(A + 1)2
(58)

である。よって次式が成り立つ。

dT

T0

=
2A

(A + 1)2
sin θCMdθCM (59)

さて、今回使用する中性子源は、初期エネ
ルギーが 1MeV程度である。このエネルギー
領域でも依然として s波が支配的であり、重
心系でほぼ等方的に散乱される。よってある
角度方向に放出される割合は

dw =
sin θCM

4π
=

1

2
sin θCMdθCM (60)

となる。よって

dw

dT
=

1

T0(1 − α)

α =
(

A − 1

A + 1

)2

(61)

を得る。
A = 1の場合には、n回散乱後に

wn

T
=

1

T0(n − 1)!

(
ln

T0

T

)n−1

(62)

となることが知られている。
また T0から出発して T ′まで減速するため
に必要な散乱回数を nは

n =
1

ξ
ln

T0

T ′

ξ = 1 +
(A − 1)2

2A
ln

A − 1

A + 1
(63)

で与えられる。



A 散乱の量子論
中性子の質量をmnとする。中性子が質量mA

の原子核によって散乱される場合を考える。
換算質量を

m =
mnmA

mn + mA

(64)

とおき、重心系を使う。中性子と原子核の相
互作用を記述するポテンシャルは、両者の距
離 rのみに依存するものとしV (r)とおく。ハ
ミルトニアンHは

H =
p2

2m
+ V (r) (65)

である。これに対応するシュレーディンガー
方程式

Hψ = Eψ (66)

を解く。
運動量 pは

p =
h̄

i
∇ (67)

なので、

H = − h̄2

2m
∇2 + V (r) (68)

である。なお、

∇ = (
∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z
) (69)

であり 9、

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(70)

である 10。ここで球面座標系 (r, θ, φ)を

x = r sin θ cos φ

y = r sin θ sin φ

z = r cos θ

(71)

で定義する。

∂

∂x
=

∂r

∂x

∂

∂r
+

∂θ

∂x

∂

∂θ
+

∂φ

∂x

∂

∂φ
∂

∂y
=

∂r

∂y

∂

∂r
+

∂θ

∂y

∂

∂θ
+

∂φ

∂y

∂

∂φ
∂

∂z
=

∂r

∂z

∂

∂r
+

∂θ

∂z

∂

∂θ
+

∂φ

∂z

∂

∂φ
(72)

9∇はナブラと発音する。
10∇2 を 4 と書くことも多い。4 はラプラシアン (Laplacian)
と読む。

を使うと、

∇2 =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
(73)

を得る。さて、ここで軌道角運動量を

L̂ = r × p =
h̄

i
r × ∇ (74)

と定義する。これを書き下すと

L̂x =
h̄

i

(
y

∂

∂z
− z

∂

∂y

)

= ih̄

(
sin φ + cot θ cos φ

∂

∂φ

)

L̂y =
h̄

i

(
z

∂

∂x
− x

∂

∂z

)

= ih̄

(
− cos φ + cot θ sin φ

∂

∂φ

)

L̂z =
h̄

i

(
x

∂

∂y
− y

∂

∂x

)

= −ih̄
∂

∂φ
(75)

であり、

L̂
2

= L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z

= −h̄2

(
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

)
(76)

となる。この L̂を使うと

∇2 =
1

r2

∂

∂x

(
r2 ∂

∂x

)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

=
1

r2

∂

∂x

(
r2 ∂

∂x

)
− L̂

2

h̄2r2
(77)

と書ける。これを使うとシュレーディンガー
方程式 66は− h̄2

2mr2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

L̂
2

2mr2
+ V − E

 ψ = 0

(78)



となる。L̂
2
/2mr2の項は遠心力ポテンシャル

を表している。
ψ(r, θ, φ) = R(r)Y (θ, φ)と置いて代入し、
変形すると 11

1

R

d

dr

(
r2dR

dr

)
+

2mr2

h̄2 (E − V (r)) =
1

Y
L̂

2
Y

(79)
を得る。左辺は rの関数で、右辺は θ及び φ
の関数である。この等式が恒等的に成立する
ので、両辺は r、θ、φに依存しない定数であ
る。そこで両辺を λとおくと、

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+ (K2 − λ

r2
)R = 0 (80)

L̂2Y = λY (81)

という二つの方程式を得る。ただし、

K =

√
2m(E − V )

h̄2 (82)

とおいた。
A.1 角度変数についての解を求める
まず、式 81を解く。
角運動量 L̂について、次の交換関係 12が成
立する。 [

L̂x, L̂y

]
= ih̄L̂z[

L̂y, L̂z

]
= ih̄L̂x[

L̂z, L̂x

]
= ih̄L̂y (83)

また L̂
2
と L̂zは[

L̂
2
, L̂z

]
= 0 (84)

を満たす。すなわち可換なので、同時対角化
可能、つまり

L̂
2
|λ, µ〉 = h̄2λ|λ, µ〉

L̂z|λ, µ〉 = h̄µ|λ, µ〉 (85)

をみたす固有関数の組が存在する 13。右辺に
h̄が登場しているが、後々の計算が容易にな
るように予めこう置いておく。

11こう置くと解ける。このように置けないのならば、計算を進め
るうちに解けなくなる。

12[A, B] = AB − BA と定義する
13その意味するところは、厳密ではないが、次の通りである。L̂

2

の固有関数の組を |λ〉とする。L̂
2|λ〉 = λ|λ〉が成り立つ。このとき、

〈λ′|[L̂2
, L̂z ]|λ〉 = (λ′ − λ)〈λ′|L̂z |λ〉 = 0 となるので、〈λ′|L̂z |λ〉

の非対角成分は 0 である。同様に L̂z の固有関数の組を |µ〉 とす
る。このとき、〈µ′|[L̂2

, L̂z ]|µ〉 = (µ′ − µ)〈µ′|L̂2|µ〉 = 0 となる

ので、〈µ′|L̂2|µ〉の非対角成分は 0である。よって |λ〉と |µ〉の直
積 |λ, µ〉 が同時固有関数の組になる。

さて、

L̂+ = L̂x + iL̂y

L̂− = L̂x − iL̂y (86)

を定義する。

L̂+L̂− = L̂
2
− L̂2

z + h̄L̂z

L̂−L̂+ = L̂
2
− L̂2

z − h̄L̂z (87)

が成立する。ここで、L̂+|λ, µ〉という状態ベ
クトルの長さは∣∣∣L̂+|λ, µ〉

∣∣∣2 = 〈λ, µ|L̂†
+L̂+|λ, µ〉

= 〈λ, µ|L̂−L̂+|λ, µ〉
= h̄2(λ − µ2 − µ) ||λ, µ〉|2(88)

となるので、

λ ≥ µ2 + µ (89)

でなければならない。同様にして∣∣∣L̂−|λ, µ〉
∣∣∣2 = h̄2(λ − µ2 + µ) ||λ, µ〉|2 (90)

から
λ ≥ µ2 − µ (91)

でなければならない。そのためには、λ ≥ 0
が必要である。λ ≥ 0のときには、

λ = l(l + 1) (92)

を満たす正の数 lが一意的に求まる。この l
を用いると、式 89と式 91が同時に成立する
ためには

−l ≤ µ ≤ l (93)

が成立しなければならない。λと lは 1対 1に
対応するので、|λ, µ〉を |l, µ〉と書く。
さて、もしも l−1 < µ < lであるとすると、∣∣∣L̂+|l, µ〉

∣∣∣2 = h̄2(l − µ)(l + µ + 1) ||l, µ〉|2 > 0

(94)
が成り立つ。一方で

L̂
2 (

L̂+|l, µ〉
)

= h̄2l(l + 1)L̂+|l, µ〉

L̂z

(
L̂+|l, µ〉

)
= h̄(µ + 1)L̂+|l, µ〉 (95)

が成り立つので、

1

h̄2(l − µ)(l + µ + 1)
L̂+|l, µ〉 (96)



という状態ベクトルは、L̂zに対する固有値と
して µ + 1という値を持つことになる。仮定
から

l < µ + 1 < l + 1 (97)

となり、式 93に矛盾する。よって、l−1 ≤ µ
または µ ≥ lでなければならない。同様にし
て、l − 2 ≤ µまたは µ ≥ l − 1、l − 3 ≤ µま
たは µ ≥ l − 2、などを導くことができるの
で、µの取りうる値は l, l−1, l−2, . . .のうち
−lより大きいか等しいものに限られる。
同様にして、もしも−l < µ < −l + 1であ
るとすると、∣∣∣L̂−|l, µ〉

∣∣∣2 = h̄2(l + µ)(l − µ + 1) ||l, µ〉|2 > 0

(98)
が成り立つ。一方で

L̂
2 (

L̂−|l, µ〉
)

= h̄2l(l + 1)L̂−|l, µ〉

L̂z

(
L̂−|l, µ〉

)
= h̄(µ − 1)L̂−|l, µ〉 (99)

が成り立つので、

1

h̄2(l + µ)(l − µ + 1)
L̂−|l, µ〉 (100)

という状態ベクトルは、L̂zに対する固有値と
して µ− 1という値を持つことになる。仮定
から

−l − 1 < µ − 1 < −l (101)

となり、式 93に矛盾する。よって、−l ≤ µま
たはµ ≥ −l+1でなければならない。同様に
して、−l+1 ≤ µまたはµ ≥ −l+2、−l+2 ≤
µまたはµ ≥ −l+3、などを導くことができる
ので、µの取りうる値は−l,−l+1,−l+2, . . .
のうち lより小さいか等しいものに限られる。

µの取りうる二つの条件が同時に成立する
ためには、lと−lの差が整数でなければなら
ない。すなわち、lの値は整数か半整数に限
られ、µは−l,−l + 1, . . . , l − 1, lのいずれか
に限られる。
式 81において、λを l(l + 1)におきかえ、

Y (θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ)とおいて代入して変形す
ると

sin θ

Θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+l(l+1) sin2 θ = − 1

Φ

d2Φ

dφ2

(102)
となる。左辺は θの関数で、右辺は φの関数
である。この等式が恒等的に成立するので、

両辺は θ、φに依存しない定数である。そこ
で両辺を µ2とおくと、

sin θ

Θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+ λ sin2 θ = µ2(103)

− 1

Φ

d2Φ

dφ2
= µ2(104)

式 104の一般解は、

Φ(φ) = Aeiµφ + Be−iµφ (105)

のように得られる。式 105は、座標系を z軸
の周りに整数回だけ回転しても、もとの値に
戻ることを要求する。すなわち、全ての整数
nに対して

Φ(φ + 2nπ) = Aeiµφe2iµnπ + Be−iµφe−2iµnπ

= Aeiµφ + Be−iµφ = Φ(φ) (106)

が任意のφに対して成立することを要求する。
すると、µは整数でなければならない。

µが整数であるということは、lも整数でな
ければならない。これ以降 µをmと書くこ
とにする 14。このとき、x = cos θとおくと、
式 103は

(1−x2)
d2Θ

dx2
−2x

dΘ

dx
+

(
l(l + 1) − m2

1 − x2

)
Θ = 0

(107)
となる。これはルジャンドルの陪微分方程式
として知られており、互いに独立な解の基本
形はルジャンドルの陪関数 Pm

l (x)と Qm
l (x)

である。このうちQm
l (x)はx = 0で発散する

ので除外すると、規格化された解の基本形は

Ylm(θ, φ) = (−1)
m+|m|

2

√√√√2l + 1

4π

(l − |m|)!
l + |m|)!

× Pm
l (cos θ)eimφ (108)

で与えられる。なお、

Pm
l (x) = (1 − x2)

|m|
2

d|m|

dx|m|Pl(x)

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l (109)

である。
14換算質量の m と同じ文字を使うが、誤解の無いように。



A.2 動径方向の解を求める
中性子と原子核の間に働く相互作用は、次の
ポテンシャルで近似できる。

V (r) =

{
−V0 (r < r0)
0 (r > r0)

(110)

r0 は原子核の大きさ程度の大きさの量であ
る。式 80は

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+

(
K2 − l(l + 1)

r2

)
R = 0 (111)

である。
ρ = Kr (112)

とおくと、式 111は

d2R

dρ2
+

2

ρ

dR

dρ
+

(
1 − l(l + 1)

ρ2

)
R = 0 (113)

となる。さて、ここで

Q = R
√

ρ (114)

とおくと、

d2Q

dρ2
+

1

ρ

dQ

dρ
+

1 −

(
l + 1

2

)2

ρ2

 Q = 0 (115)

となる。さて、微分方程式

x2 d2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − α2)y = 0 (116)

の解は、αが整数の場合には

Jα(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!Γ(m + α + 1)

(
x

2

)2m+α

(117)

Nα(x) =
Jα(x) cos(απ) − J−α(x)

sin(απ)
(118)

の二つが独立な解であり、それぞれ第1種ベッ
セル関数、第 2種ベッセル関数と呼ばれる。

jl(x) =

√
π

2x
Jl+ 1

2
(x) (119)

nl(x) =

√
π

2x
Nl+ 1

2
(x) (120)

は球ベッセル関数と呼ばれる。これを用いて、
式 80の解は

R(r) = Aljl(ρ) + Blnl(ρ) (121)

Fig. 7. l = 0, 1, 2, 3, 4, 5 に対する球ベッセル関数 jl(x)(実線)、
nl(x)(破線) の値

である。Krが十分小さい場合には、l = 0が
支配的になることが分かる。なお、球ベッセ
ル関数は初等関数で書くことができて、

j0(ρ) =
sin ρ

ρ
(122)

j1(ρ) = −
(

cos ρ

ρ
− sin ρ

ρ3

)
(123)

j2(ρ) =

(
3

ρ3
− 1

ρ

)
sin ρ − 3 cos ρ

ρ
(124)

である。球ベッセル関数の漸近形は

jl(ρ) →
ρ→∞

sin(ρ − lπ/2)

ρ
(125)

である。また球ハンケル関数

h
(1)
l (ρ) = jl(ρ) + inl(ρ) (126)

h
(2)
l (ρ) = jl(ρ) − inl(ρ) (127)

を定義して、式 121を

R(r) = A′
lh

(1)
l (ρ) + B′

lh
(2)
l (ρ) (128)

と書いておく。球ハンケル関数の漸近形は

h
(1)
l (ρ) →

ρ→∞
(−i)l+1 eiρ

ρ
(129)

h
(2)
l (ρ) →

ρ→∞
il+1 e−iρ

ρ
(130)

(131)

である。



さて、中性子が散乱されている状態は、

ψ →
r→∞

1

(2π)3/2

(
eik·r +

f(θ)

r
eikr

)
(132)

という形に漸近しているはずである。なお、
r → ∞では V = 0であり、

k =

√
2mE

h̄2 (133)

とおくことにする。右辺第一項は入射平面波
を表し、右辺第二項は散乱の中心から球面状
に広がっていく散乱波を表す。入射粒子は z
軸方向に入射するものとし、散乱粒子が進む
方向が z軸に対してなす角を θとおく。この
f(θ)は散乱振幅と呼ばれ、長さの次元を持つ。

Rayleighの公式によって、

eik·r = eikr cos θ =
∞∑
l=0

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cos θ)

(134)
が成立するので、

eik·r →
r→∞

=
∞∑
l=0

2l + 1

2ikr

(
eikr − (−1)le−ikr

)
Pl(cos θ)

(135)
となる。散乱振幅 f(θ)をルジャンドル多項式
で展開して

f(θ) =
∞∑
l=0

2l + 1

2ik
(ηl(k) − 1)Pl(cos θ) (136)

とおくと、

ψ →
r→∞

1

(2π)3/2

∞∑
l=0

2l + 1

2ikr

×
(
ηl(k)eikr − (−1)le−ikr

)
× Pl(cos θ) (137)

と書ける。球ハンケル関数の漸近形を使うと

ψ →
r→∞

1

(2π)3/2

∞∑
l=0

(
(−i)l+1A′

l

eikr

kr
+ il+1B′

l

e−ikr

kr

)
(138)

と書けるため、

A′
l =

2l + 1

2i
il+1ηl(k) (139)

B′
l =

2l + 1

2i
il+1 (140)

と求まる。したがって ηl(k)が求まると、ポ
テンシャルの外での厳密解

ψ =
1

(2π)3/2

∞∑
l=0

il
2l + 1

2(
ηl(k)h

(1)
l (kr) + h

(2)
l (kr)

)
Pl(cos θ) (141)

を求めることができる。

ηl = e2iδl (142)

で定義される δlを位相のズレ (phase shift)と
呼ぶ。


