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成果の概要 

 Abstract 

（和文） 

 Yang-Millsゲージ場に対し gradient flowと呼ばれる連続変換を施し、変換された場の上で定義され

たエネルギー運動量テンソルを用いると、もとのゲージ理論上における繰り込まれたエネルギー運動量

テンソルが定義できることが、Luscher、鈴木らによって最近指摘された。本研究では、このように定義

されたエネルギー運動量テンソルを用いて有限温度ゲージ理論の熱力学量、およびエネルギー運動量テ

ンソルの相関関数などの測定を行った。エネルギー密度および圧力の解析により、このような解析手法

が実用上極めて有効であることが確認された。さらに、エネルギー運動量テンソルの相関関数を測定も

進行中であり、エネルギー運動量保存則の確認やエネルギーゆらぎの測定などに関する興味深い結果が

得られつつある。 

 

（英文） 

 It was recently pointed out that an appropriately renormalized energy-momentum tensor operator 

in Yang-Mills gauge theory can be defined using the gradient flow which is a continuous 

transformation of the gauge field. Using this novel approach, we have performed the measurements 

of bulk thermodynamics and the correlation functions of the energy momentum tensor in Yang-Mills 

gauge theory on the lattice at nonzero temperature. Our results on the measurements of energy 

density and pressure suggest that this method can obtain these quantities quite effectively on 

the lattice. The analysis of the correlation functions of the energy-momentum tensor is also 

ongoing. In particular, we are performing the check of the energy-momentum conservation and the 

analysis of the fluctuation of energy. 
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2 当該期間の実施報告

2.1 概要

　エネルギー運動量テンソル (EMT)は、物理学におけるもっとも基本的な観測量の一つ
である。ところが、格子QCD上では一般座標変換不変性がないため、この変換の生成子
であるエネルギー運動量テンソルを測定することはこれまで一般的に困難であった。とこ
ろが最近、2009年にM.Luescher氏が提案した「Yang-Mills gradient flow」という手法を
用いると、格子上で非摂動論的に正しく繰り込まれたEMTを定義し、かつ期待値や相関
関数の測定を高精度で行うことができることが発見された [1, 2]。我々は、格子QCD数
値シミュレーションにおいて、このように定義されたEMTを用いて期待値や相関関数の
測定を行う研究を行ってきた。



2.2 gradient flowと微小時間展開

　ここで、gradient flowとは、

dAµ

dt
= −∂SYM(t)

∂Aµ

= ∂νDνGνµ, (1)

という微分方程式によるゲージ場の連続変換である。ただし、SYM(t)はYang-Mills作用
であり、t = 0の初期条件には通常のゲージ理論が採用される。また、tはフロー時間と呼
ばれるパラメータである。式 (1)は、tree levelにおいて、

dAµ

dt
= ∂ν∂νAµ + (gauge dependent terms). (2)

と変形することができる。式 (2)は 4次元空間の拡散方程式と同じ構造をしており、この
式から、gradient flowによる t > 0の変換は場を smearingする操作に対応することが分
かる。
　Gradient flowによるEMTの定義は、微小時間展開 [1]を用いて行われる。微小時間展
開とは、有限のフロー時刻 t > 0における演算子 Õ(t, x)の、t → 0+の極限での展開

Õ(t, x) →
∑
i

ci(t)O
R
i (x), (3)

である。ただしここで OR
i (x)は t = 0におけるもとのゲージ理論でのくりこまれた演算

子で、iは異なる演算子を表す添字である。また係数 ci(t)は、tが小さいときには原理的
には摂動的に解析することができる。微小時間展開を用いてEMTを構成するため、文献
[2]において鈴木は、演算子

Uµν(t, x) = Gµρ(t, x)Gνρ(t, x)−
1

4
δµνGρσ(t, x)Gρσ(t, x), (4)

E(t, x) =
1

4
Gµν(t, x)Gµν(t, x), (5)

の微小時間展開を行うことを提案した。このとき、展開の結果はゲージ不変性などを考慮
すると

Uµν(t, x) = αU(t)
[
TR
µν(x)−

1

4
δµνT

R
ρρ(x)

]
+O(t), (6)

E(t, x) = 〈E(t, x)〉0 + αE(t)T
R
ρρ(x) +O(t), (7)

となる。このとき式 (6)、(7)に現れる係数は、MSbar法で、

αU(t) = ḡ(1/
√
8t)2

[
1 + 2b0s̄1ḡ(1/

√
8t)2 +O(ḡ4)

]
, (8)

αE(t) =
1

2b0

[
1 + 2b0s̄2ḡ(1/

√
8t)2 +O(ḡ4)

]
, (9)
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図 1: 左：Gradient flowを用いて測定された ε− 3P と ε+P のフロー時間 tに対する依存
性。右：Gradient flow法により測定された ε− 3P と ε+ P の値の、先行研究との比較。

Nτ 6 8 10 T/Tc

6.20 6.40 6.56 1.65

β 6.02 6.20 6.36 1.24

5.89 6.06 6.20 0.99

表 1: シミュレーションパラメータ β = 6/g2およびNτ。

となる [2]。ただし s̄1 = 7
16

+ 1
2
γE − ln 2 ' 0.032960651891、s̄2 = 109

176
− b1

2b20
= 383

1936
'

0.19783057851、b0 =
1

(4π)2
11
3
Nc、b1 =

1
(4π)4

34
3
N2

c である。式 (6)、(7)を逆解きすることで、
EMTの表式

TR
µν(x) = lim

t→0

{
1

αU(t)
Uµν(t, x) +

δµν
4αE(t)

[E(t, x)− 〈E(t, x)〉0]
}
, (10)

が得られる。

2.3 数値解析結果

　本申請期間にはまず、クエンチQCDの熱力学量に関して 323 ×Ntという比較的小さな
格子上で、上で求めたEMTを用いた解析を行い、このアイディアが定性的に正しく、ま



た実用的にも有用な手法であることを確認した [3]。この研究では、エネルギー密度 εお
よび圧力 P が EMTの期待値として

ε = 〈T00〉, (11)

P = 〈Tii〉, (12)

のように与えられることを用いて、gradient flowで定義されたEMTの期待値を直接測定
することで εおよび P を求める解析を行った。熱力学量の数値解析では、通常 εと P そ
れぞれではなく、

ε− 3P, ε+ P, (13)

の組み合わせが解析対象となることが多い。ここで ε− 3P はトレースアノマリへの有限
温度効果であり、ε + P はエントロピー密度 Sと、ST = ε + P なる関係を持つ。図 1左
に、gradient flowを用いて得られた ε− 3P と ε+P のフロー時間 tに対する依存性を示す
[3]。この結果はWilson Plaquette作用を用いて行われたもので、それぞれの解析の具体
的なパラメータは図 1に示してある。この図から、t依存性が平坦になる tの領域が存在
することが分かる。熱力学量の値はこのプラトー領域から読み取ることができる。こうし
て読み取った熱力学量の値を図 1右に示す。この図では、熱力学量の値を積分法と呼ばれ
る我々とは全く異なる手法で測定した場合の結果 [4]と比較しているが、両者の結果は誤
差の範囲内で一致している。また、我々の解析では使用したゲージ配位の数が 300個と、
積分法と比べ一桁以上少ない統計量で実用的な解析が遂行できたことも特筆に値する。こ
の結果は、gradient flowで定義されたEMTが正しく機能し、かつこのEMTを用いた解
析は実用的にも有効であることを示している。
　我々は更に、格子間隔を約 2倍に細かくした、643 ×Ntの格子上で同様な解析を行い、
熱力学量の連続極限への外挿の安定性や、相関関数の解析などを行っている。熱力学量の
解析においては、連続極限が安定して取れることが示された。また、相関関数の解析にお
いても興味深い結果が得られつつある。一例として、エネルギーの相関関数

C(τ) =
∫

d3x〈T00(τ, x)T00(0, 0)〉, (14)

をいくつかのフロー時間 tについて解析したものを図 2に示す [5]。図 2では、虚時間 τ が
小さい領域では相関関数が増大しているのが分かる。これは、gradient flowによりゲー
ジ場が smearingされたため、演算子がオーバーラップしてしまったこと由来すると理解
できる。実際、この領域では相関関数が tに依存して変化している。一方、τ が gradient

flowの拡散長よりも大きい領域では相関関数は tに依存しなくなり、この領域の相関関数
の値は gradient flowに依存しない物理量であると解釈できる。このような τ の領域にお
いて、エネルギー相関関数C(τ)は τ に依存しない定数値を取る振る舞いをすることが図
2から見て取れる。このようなC(τ)の振る舞いは単純にエネルギー保存則

d

dτ

∫
d3xT00(τ, x) = 0, (15)
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図 2: エネルギー相関関数C(τ)/T 5の虚時間 τ に対する依存性。三つの異なるフロー時間
t/a2 = 1.3, 1.6, 1.9の結果が示されている。

の帰結であり、この結果は我々の数値解析がエネルギー保存則を正しく再現していること
を示唆するものである。また、C(τ)の定数値はエネルギーゆらぎ 〈δE2〉 であるが、エネ
ルギーゆらぎは

cV
T 3

=
〈δE2〉
V T 5

(16)

なる関係式により比熱 cV と対応している。この関係式を用いた比熱の測定も進めている。
現在これらの結果を論文としてまとめる作業に取りかかっている。
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